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PRrROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO NORMAL

Uma variavel aleatoria continua X tem distribuicdo Normal (ou Gaussiana) com parametros
U (—o<u<ow)ea?(c>0)se asua funcio densidade de probabilidade ¢ dada por:

), S 4 X~N(u,0%).
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Figura 1 — Grafico da Distribuigdo Normal

1. Vamos mostrar que f{x) ¢ uma funcao densidade de probabilidade. Obviamente, f(x) > 0
(isso pode ser facilmente percebido analisando-se o grafico da distribui¢do, apresentado na
Figura 1). Devemos ainda verificar que a sua integral, no intervalo de —oo a o, vale 1. Fazen-
do ¢t = (x— w)/o, tem-se:

1 I@ e(_%[#] )dx :&%i e(_th)dtZI.

O artificio empregado para calcular essa integral ¢ calcular /2
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Introduzindo coordenadas polares:

szrcos(a) tzrsen(a).

Assim, o elemento de area dsdt se torna rdrda. Como s e ¢ variam entre —oo € oo, r varia entre
0 e o0, enquanto o varia entre 0 e 2z. Portanto,
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Assim, [/ =1, como se queria mostrar.

. Vamos examinar o aspecto do grafico de f(x). Ele apresenta a bem conhecida forma de sino,
mostrada na Figura 1. Visto que fix) depende de x somente por meio da expressao (x—u?),
torna-se evidente que o grafico de f{x) serd simétrico em relagdo x. O parametro o também
pode ser interpretado geometricamente: para x = u, o grafico de f{x) é descendente, de con-
cavidade para baixo. Quando x — o, fix) — 0, assintoticamente. Visto que f(x) > 0 para
todo x, isso significa que, para valores grandes de x (positivos ou negativos), o grafico de
f(x) tem a concavidade para cima. O ponto no qual a concavidade muda ¢ denominado ponto
de inflex@o, e serd localizado pela resolucao da equagao f(x) = 0. Ao fazer isso, verificamos
que os pontos de inflexdo ocorrem para x = u + ¢. Portanto, se ¢ for relativamente grande, o
grafico de f{x) tende a ser “achatado”, enquanto se ¢ for pequeno, o grafico tende a ser bas-
tante “pontiagudo”.

Em complemento a interpretagdo geométrica dos parametros u € o, o seguinte significado
probabilistico pode ser associado a essas quantidades. Consideremos

.[ Xe(_;[xu]z)

E(X

0271

Fazendo-se z = (x — u)/o, tem-se:
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O termo [ vale 0, pois o integrando g(z) ¢ uma fun¢ao impar (possui a propriedade g(z) = —
g(—2)). O termo I representa a area total sobre a fdp Normal e, por isso, ¢ igual a unidade e,
portanto, E(X) = u.

Consideremos agora

E(Xz) O\/zﬂ fx e

Fazendo-se, novamente, z = (x — u)/o, tem-se:




O termo /] vale 0, pois o integrando g(z) ¢ uma funcdo impar (possui a propriedade g(z) = —
g(—2)). O termo /I representa a area total sobre a fdp Normal e, por isso, € igual a unidade.
Para calcular o termo 7, utiliza-se integracdo por partes:
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O termo /V representa a area total sobre a fdp Normal e, por isso, € igual a unidade.

Logo,
E(X*)=0"+ u’.
Portanto,
Var(X)ZE(Xz)—M2=(02+ /f)—/f:oz
Resumindo:

* Os parametros u e o2, que caracterizam a distribuicdo Normal, s3o a média e a vari-
ancia, respectivamente.



